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ABSTRACT
En este trabajo expositivo se presentan algunas propiedades dinamicas y to-
pologicas de continuaciones de atractores y conjuntos no-saddle de ujos en
variedades. Un caso interesante se produce para el sistema de Lorenz para va-
lores de parametro cercanos a la situacion de preturbulencia. Se presenta un
resultado general, motivado por este caso particular.
In this survey we present some dynamical and topological properties of conti-
nuations of attractors and non-saddle sets of ows on manifolds. An interesting
case occurs for the Lorenz system for parameter values close to the situation of
preturbulence. A general result, motivated by this particular case, is presented.
Key words: dynamical system, continuation of isolated invariant sets, singular conti-
nuation, attractor, cuasi attractor, shape, Lorenz system.
2010 Mathematics Subject Classication: 37B25, 37D45.
1. Preliminares
En este trabajo expositivo se estudian algunas propiedades, dinamicas y topologi-
cas, de continuacion en familias uniparametricas de ujos. En sistemas dinamicos, no
solo en el marco teorico, sino tambien al describir fenomenos naturales del mundo
real, es frecuente la aparicion de espacios con comportamiento local muy complicado
(ejemplos tpicos son el atractor de Lorenz y los solenoides). Como fue observado por
Kennedy y Yorke en [18] \las topologas extra~nas son naturales en sistemas dinami-
cos". Cuando se trabaja con estos espacios, la teora de homotopa clasica no es total-
mente satisfactoria. La herramientas adecuadas para estudiar propiedades topologicas
globales son en este caso la homologa y cohomologa de Cech [9] y la teora de la
forma, introducida por K.Borsuk [4].
Ambos autores subvencionados por la Direccion General de Investigacion.
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Dado un conjunto compacto invariante K de un ujo ' : X  R  ! X en un
espacio metrico localmente compacto X, se dice que K es un conjunto invariante
aislado si existe un entorno compacto N de K en X tal que K es el subconjunto
invariante maximo de N . Decimos entonces que N es un entorno aislante para K.
Ejemplos particulares de conjuntos invariantes aislados son los atractores y los con-
juntos aislados \non-saddle". Un conjunto compacto K  X es un atractor si existe
un entorno U de K en X tal que cada x 2 U cumple que para cada entorno V de K
en X existe t 2 R+ tal que '(fxg  [t;1))  V . K es un atractor asintoticamente
estable si es un atractor tal que cada entorno de K contiene un entorno positivamente
invariante. En este trabajo, todos los atractores se supondran asintoticamente esta-
bles. Por otro lado, un conjunto invariante K de un ujo ' : X  R  ! X es un
conjunto non-saddle si para cada entorno U de K existe un entorno V de K tal que
para cada x 2 V , +(x) = '(fxg [0;1))  U o  (x) = '(fxg ( 1; 0])  U . En
todo este trabajo consideraremos conjuntos \non-saddle" que ademas sean conjuntos
aislados.
Uno de los hitos de la aplicacion de la teora de la forma a sistemas dinamicos
fue la demostracion de que todo atractor (asintoticamente estable) de un ujo en
un ANR localmente compacto (en particular en una variedad) tiene la forma de un
poliedro (nito). Esta propiedad se ha formulado en [3] [14] y [23] en distintos niveles
de generalidad (vease tambien [10, 25] para otros resultados relacionados). En [11] se
demostro un resultado analogo para conjuntos \non-saddle".
SeaX un espacio metrico localmente compacto y sea ' : XR  ! X una familia
uniparametrica de ujos (parametrizada por  2 [0; 1]), tal que  : XIR  ! XI,
dada por (x; ; t) = ('(x; t); ), es un ujo en X  I. Sean K0  X y K1  X
conjuntos invariantes aislados para '0 y '1, respectivamente. Decimos que ' es una
continuacion de K0 a K1, o que K1 es una continuacion de K0, si existe un conjunto
invariante aisladoK  XI para  tal queK0 = K\(Xf0g) yK1 = K\(Xf1g).
Esto equivalente a que exista una familia K,  2 [0; 1], con K conjunto invariante
aislado para ', tal que, si N0 es un entorno aislante para K0 , existe " > 0 tal que
N0 es un entorno aislante para K, para cada  2 (0   "; 0 + ") \ [0; 1].
Una propiedad de un conjunto invariante aislado es robusta si se transmite a los
conjuntos cercanos de la continuacion. Es bien conocido que la propiedad de ser un
atractor es robusta. Esto no es cierto, en general, para conjuntos non-saddle, aunque
s se cumple bajo determinadas condiciones que veremos en la seccion 2. Por otra
parte, si tenemos una familia uniparametrica continua de ujos ' : X  R  ! X
( 2 [0; 1]) y una familia de atractores fKj 2 [0; 1)g relacionados por continuacion,
puede o no existir un atractor K1 que complete la continuacion. En el resto de las
secciones veremos algunos resultados relacionados con esta situacion. En particular, en
la seccion 6, a partir del estudio del sistema de Lorenz para algunos valores clasicos del
parametro, veremos un resultado para el caso de continuaciones de atractores en [0; 1)
que no pueden extenderse a [0; 1], sino que experimentan una transicion de atractor
a repulsor cuando el parametro toma el valor 1. Mostramos que, bajo hipotesis muy
generales, el repulsor tiene la misma forma que los atractores de la continuacion.
Para obtener informacion acerca de los resultados basicos de la teora de la forma
recomendamos los libros [4, 7, 19, 6] y el artculo [22]. Tambien utilizamos conceptos
y resultados de la teora del ndice Conley [5, 8]. Para la teora general de sistemas
dinamicos recomendamos los libros [2, 27, 1, 20]. Finalmente, recomendamos el libro
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[26] y el survey [28] para obtener informacion general sobre el atractor de Lorenz.
2. Propiedades de robustez de continuaciones
SeaX un espacio metrico localmente compacto y localmente conexo y sea ' : X
R  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1]). Sean K0;K1  X conjuntos
invariantes aislados de '0 y '1, respectivamente, relacionados por continuacion por
'. Si K0 es un atractor, existe  > 0 tal que K es un atractor, para cada  < . Nos
podemos preguntar si esta propiedad de robustez de atractores tambien la tienen los
conjuntos \non-saddle". La respuesta es negativa, incluso para los conjuntos \non-
saddle" conexos, como se muestra en el ejemplo siguiente.
Ejemplo 2.1. Considere la familia de las ujos en el plano dado por las siguientes
gracas
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donde, para cada  2 [0; 1], K es un arco de longitud igual a 2   .
Entonces fKg es una continuacion de conjuntos invariantes aislados, pero mien-
tras que K0 es \non-saddle", ninguno de los K con  > 0 lo es.
En las siguientes deniciones introducimos algunas nociones de robustez dinamica
y topologica para conjuntos invariantes aislados.
Denicion 2.2. Sea ' : X  R  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2
[0; 1]) en un ANR localmente compacto, X y supongamos que K0 es un conjunto
aislado \non-saddle" de '0. Decimos que:
i) K0 es dinamicamente robusto si dado N entorno aislante de K0 existe  > 0
tal que, para cada  2 [0; ), el subconjunto invariante aislado de N (para el
ujo ') que tiene N como un entorno aislante es un conjunto \non-saddle" (no
vaco).
ii) K0 es topologicamente robusto si dado N entorno aislante de K0 existe  > 0 tal
que, para cada  2 [0; ), el subconjunto invariante aislado de N (para el ujo
') que tiene N como un aislamiento de Vecindad tiene la misma forma que K0.
El ejemplo anterior muestra que la robustez topologica no se da en general, pues un
conjunto invariante conexo con el tipo de homotopa y la forma de una circunferencia
continua en conjuntos invariantes conexos contractibles. En el ejemplo siguiente se
muestra que incluso puede no conservarse la propiedad de tener forma poliedrica.
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Ejemplo 2.3. Consideramos una familia ' : R4R  ! R4 ( 2 I) de ujos en R4
tal que, para cada  2 I, el ujo es transversal a un hiperplano tridimensional y hay
un conjunto invariante compacto fKg contenido en ese hiperplano, como se muestra
en la gura siguiente.
Entonces fKg es una continuacion de conjuntos invariantes aislados pero, mien-
tras que K0 tiene la forma de un punto, el resto de K con  > 0 son solenoides con
forma no poliedrica.
Para que se tenga la robustez topologica tenemos que imponer una condicion
adicional de regularidad [24], relacionada con el comportamiento de las orbitas en la
frontera del entorno aislante de los conjuntos \non-saddle", y otra de compatibilidad
entre entornos regulares en la continuacion. En el caso de familias uniparametricas
diferenciables, estas condiciones adicionales no son necesarias.
Denicion 2.4. Sea ' : X R  ! X un ujo en un ANR localmente compacto, X.
Un conjunto invariante aislado S es regular si existe un entorno aislante N tal que si
x 2 N , t  0 y '(x; t) 2 N entonces '(fxg [0; t])  N . Esto equivale a decir que las
orbitas que dejan N nunca regresan. Decimos entonces que N es un entorno aislante
regular para S.
Si ' : X  R  ! X es una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1]) y K0 es
un conjunto aislado \non-saddle" regular para '0, decimos que K0 es regularmente
dinamicamente robusto si para cada entorno aislante N de K0 existe  > 0 tal que
si  2 [0; ), el subconjunto invariante aislado de N (en relacion con el ujo ') que
tiene N como un entorno aislante es un conjunto \non-saddle" regular (no vaco) y,
ademas, todos los K (0   < ) admiten un entorno aislante regular comun.
Teorema 2.5. Sea ' : XR  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1])
en un ANR localmente compacto, X, y sea K0 un conjunto invariante aislado conexo
\non-saddle" regular de '0.
Si K0 es regularmente es dinamicamente robusto, K0 es topologicamente robusto.
La condicion de que K0 sea un conjunto conexo \non-saddle" es necesaria, como
se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.6. Considerese
  r ra b ';  2 (0; 1]
  r rra b c '0
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Entonces K0 = fa; cg es \non-saddle" regularmente dinamicamente robusto pero no
topologicamente robusto.
Terminamos esta seccion con un resultado que relaciona la robustez dinamica
regular de un conjunto \non-saddle" y la de su conjunto dual [11]. Dado un conjunto
\non-saddle" regular de un ujo ' : X  R  ! X, donde X es un espacio metrico
compacto, consideramos el conjunto K 0 de todos los puntos x 2 X tales que !+(x) 6
K y ! (x) 6 K. Entonces K 0 es tambien un conjunto aislado \non-saddle" regular
llamado dual de K. Ademas, K 0 es no vaco si K 6= X.
Para conjuntos \non-saddle" regulares conexos con conjunto dual conexo, la ro-
bustez dinamica regular del primero implica la robustez dinamica regular de este
ultimo.
Teorema 2.7. Sea ' : XR  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1])
en un espacio metrico compacto, X, y supongamos que K0 es un conjunto \non-
saddle" conexo regular tal que su \non-saddle" dual K 00 es conexo y no vaco.
Supongamos que K0 es regularmente dinamicamente robusto K0 y, por tanto, to-
pologicamente robusto. Entonces K 00 tambien es regularmente dinamicamente robusto
y, por tanto, topologicamente robusto.
Ademas, si fKg2[0;) es una familia de conjuntos \non-saddle" regulares (con
respecto a los ujos f'g2[0;)) con un entorno aislante regular comun, entonces,
la familia fK 0g2[0;) de sus duales comparten tambien un entorno aislante regular
comun y, por lo tanto, es una continuacion local de K 00.
3. Continuaciones de atractores
Si fKg es una continuacion de conjuntos invariantes aislados tal que K es un
atractor, para  2 [0; 1), K1 no tiene necesariamente que ser un atractor, tal y como
se muestra en el ejemplo siguiente.
Ejemplo 3.1. Considerese la siguiente familia de ujos que son iguales en un entorno
de a, mientras que lejos de a se van ralentizando hasta que aparece un nuevo punto
jo b cuando  = 1.
- ra
K0
- ra
K
- r ra b
Entonces, [a; b], fa; bg y fag (para  = 1) son continuaciones de K0 = fag. Se tiene
queK es un atractor para 0 <  < 1. Sin embargo, de las tres posibles continuaciones
para 01, K0, [a; b] y fag son atractores, mientras que fa; bg no lo es.
Este ejemplo motiva el teorema siguiente.
Teorema 3.2. Supongamos que ' : X R  ! X es una familia uniparametrica de
ujos ( 2 [0; 1]) sobre un ANR localmente compacto, X, y supongamos que K0  X
es un atractor conexo para '0. Sea K1 relacionado por continuacion con K0.
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i) Si K1 es conexo, entonces K1 es un atractor y Sh(K0) = Sh(K1).
ii) Si K1 no es conexo, entonces K1 = K
1
1 [K21 (con K11 \K21 = ;), donde K11 es
un atractor conexo que continua K0, y K
2
1 es un compacto invariante con ndice
de Conley trivial. Ademas, Sh(K0) = Sh(K
1
1 ).
Observacion 3.3. A pesar de tener ndice de Conley trivial, K21 puede ser topologi-
camente muy complicado. Se puede demostrar, por una construccion similar a la del
Ejemplo 3.1 que cualquier compacto nito-dimensional K puede ser sumergido en Rn,
para un n adecuado, de tal manera que existe una familia uniparametrica de ujos
' : RnR  ! Rn ( 2 [0; 1]) tal que K0 = f0g es un atractor conexo para '0 y
K1 = K0 [K (union disjunta) esta relacionado por continuacion con K0.
4. Continuaciones de atractores a cuasi-atractores
Un cuasi-atractor de un ujo ' es un conjunto invariante compacto, no vaco, K,
que es una interseccion de atractores de '. Se sabe que, para un ujo en el plano, los
unicos atractores posibles son compactos con un numero nito de componentes, que
descompongan el plano en un numero nito de componentes (es decir, compactos con
la forma de un poliedro nito). La nocion de un cuasi-atractor es mucho mas general.
Teorema 4.1. Cualquier continuo del plano puede ser un cuasi-atractor de un siste-
ma dinamico en R2.
La demostracion consiste en expresar un continuo del plano como una interseccion
decreciente (innita) de poliedros nitos y construir un ujo que tiene cada uno de esos
poliedros nitos como un atractor. Esta misma construccion se puede utilizar para
probar que conjuntos mas complicados en dimensiones superiores tambien pueden
ser cuasi-atractores, e incluso obtener esos cuasi-atractores como una interseccion
alternada de atractores y repulsores. En el ejemplo siguiente se ilustra, en el contexto
de ujos, algunas situaciones genericas descritas por Kennedy [17] y Hurley [16].
Ejemplo 4.2. Vamos a construir un ujo en R3 que tiene un solenoide como cuasi-
atractor. Notese que el solenoide no puede ser un atractor de un ujo, ya que no tiene
la forma de un poliedro.
Empezamos con un toro solido T0, un segundo toro solido T1 enrollado dos veces
dentro del primero. y un tercer toro solido T2  T1 isotopico a T1. El ujo tendra T0
como un atractor, sera estacionario entre T0 y T1, y tendra T2 como un repulsor.
||||||||||
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Consideramos ahora dos toros solidos isotopicos T4  T3 enrollados dos veces en T2.
El ujo sera estacionario entre T2 y T3 y tendra T4 como un atractor.
Consideramos ahora dos toros solidos isotopicos T6  T5 enrollados dos veces en T4.
El ujo sera estacionario entre T4 y T5 y tendra T6 como un repulsor. Continuando
este proceso obtenemos un ujo con el solenoide como un cuasi-atractor.
Existe una sucesion decreciente fTig de toros tales que T0; T4; T8; : : : son atractores,
T2; T6; T10; : : : son repulsores. y
1\
i=0
T4i es el solenoide.
En la denicion siguiente introducimos una clase de cuasi-atractores que son los
que apareceran como continuaciones de atractores.
Denicion 4.3. Supongamos que ' : X R! X es un ujo en un ANR localmente
compacto, X. Un cuasi-atractor K de ' se dice que es \tame" si para cada entorno
U de K en X existe un atractor C  U tal que la inclusion i : K ! C es una
equivalencia \shape".
Esto equivale a que exista una sucesion anidada de atractores     Cn+1  Cn 
    C1 tal que K =
T1
n=1 Cn y la inclusion i : K ,! Cn es una equivalencia \shape"
para todo n.
En contraste con el caso general de los cuasi-atractores, los cuasi-atractores \tame"
no pueden tener cualquier forma. Esto es una consecuencia del hecho de que los
atractores de ujos en ANRs localmente compactos tienen forma poliedrica [23], lo que
obliga a los cuasi-atractores \tame" a tener tambien forma poliedrica y por lo tanto
homologa y cohomologa de Cech nitamente generadas. El solenoide, por tanto, no
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puede ser un cuasi-atractor \tame" de un ujo en una ANR. Por otra parte, ademas,
gozan de una propiedad dinamica interesante relacionada con la nocion de persistencia
introducida por Hurley [15] (ver [12]).
Como una motivacion para los conceptos introducidos en el resto de esta seccion,
presentamos el ejemplo siguiente basado en el crculo polaco.
Ejemplo 4.4. Considerese el siguiente ujo parametrizado ' en R2,  2 [0; 1]. '0
consta de una curva cerrada simple K0 que es un atractor y un punto repulsivo en la
componente acotada del complemento de K0. '0 puede ser continuamente deformado
de forma que ' consiste siempre en una curva cerrada simple K, que es un atractor,
y el mismo punto repulsor del caso  = 0, que siempre se incluye en la componente
acotada del complemento de K.
q
? ?
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- -
6
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Finalmente '1 sera como sigue
q
?
?
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6
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? ?
6
- -
6
?
-
6
?
6
donde hay una sucesion K01  K11  K21  : : : de anillos tal que:
1\
i=0
Ki1 es un crculo polaco,
los puntos del crculo polaco y los de las fronteras de los Ki1 son estacionarios,
Ki1 es un atractor, para cada i  0,
Ki1 es un entorno de K, el atractor de ', para cada , con
i
i+1   < 1,
y existe un punto repulsivo en la componente acotada del complemento de la primera
corona de K01 .
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Entonces cualquier Ki1 es una continuacion de K0, mientras que el crculo polaco,
que debera ser la continuacion natural, no puede serlo por no ser aislado.
Denicion 4.5. Sea ' : X  R  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2
[0; 1]) en un espacio metrico localmente compacto X. Sea fKg una continuacion de
atractores conexos y considerese la familia de todos los atractores Ki1 que son conti-
nuacion de K0. Si la interseccion K
0
1 =
T
Ki1 no puede reducirse a una interseccion
nita decimos que el cuasi-atractor K 01 es una singularidad de la continuacion.
Observese que si, por el contrario,
T
Ki1 pudiera reducirse a una interseccion nita,
entonces
T
Ki1 sera uno de los atractores K
i
1 continuacion de K0.
Teorema 4.6. Sea ' : XR  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1])
denidos en un ANR localmente compacto, X (en particular en una variedad), y
sea fKg una continuacion de atractores conexos. Si K 01 es una singularidad de la
continuacion, K 01 es un cuasi-atractor \tame" y Sh(K
0
1) = Sh(K0). En particular, K
0
1
es un continuo con forma poliedrica y grupos de homologa y cohomologa de Cech
nitamente generados y solo una cantidad nita de ellos son no triviales.
5. Espectros y esqueletos de continuaciones de un atractor
En esta seccion no consideramos una continuacion concreta sino todas las posibles
continuaciones de un atractor.
Denicion 5.1. Supongamos que ' : X  R  ! X es una familia uniparametrica
de ujos ( 2 [0; 1]) en un espacio metrico localmente compacto X y supongamos que
K0  X es un atractor conexo para '0. Consideramos
K =

K1  X
 existe una continuacion de K0 a K1mediante conjuntos conexos (y por tanto atractores)

;
y, para cada 0 2 [0; 1],
K0 =

K  X
 existe fKg continuacion de K0mediante conjuntos conexos con K0 = K

:
Si K1 6= ;, entonces K 6= ;, para cada  2 [0; 1], y decimos que ~K =
\
K2K
K es
el -espectro de K0. Al 1-espectro ~K1, se le llama, simplemente, espectro de K0. Por
ultimo, la familia f ~Kg2[0;1] es el esqueleto de continuacion de K0.
Observacion 5.2. a) Como ocurra con las singularidades, el espectro de un atractor
puede no ser un compacto aislado, aunque es un cuasi-atractor.
b) El espectro de K0 no tiene por que ser una singularidad inducida por una conti-
nuacion fKg (ver Remark 2 en [13]).
c) Si K1 6= ;, entonces ~K 6= ; para cada  2 [0; 1], por lo tanto el esqueleto de la
continuacion y el espectro de K0 estan bien denidas.
El espectro de un atractor K0 tiene propiedades topologicas globales similares a
las de K0.
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Teorema 5.3. Sea ' : XR  ! X una familia uniparametrica de ujos ( 2 [0; 1])
denidos en un ANR localmente compacto, X (en particular en una variedad), y sea
K0  X un atractor conexo de '0. Si ~K1 6= ; es el espectro de K0 entonces ~K1 es
un cuasi-atractor \tame" y Sh( ~K1) = Sh(K0). En particular, ~K1 es un continuo con
forma poliedrica y grupos de homologa y cohomologa de Cech nitamente generados
y solo una cantidad nita de ellos son no triviales.
6. Continuaciones de atractores no extendibles
En muchas situaciones interesantes, existe una continuacion de atractores fK j
0   < 1g que no puede extenderse a  = 1. Un ejemplo paradigmatico de dicha
evolucion puede encontrarse en el sistema de Lorenz, dado por las ecuaciones
dx
dt
= (y   x); dy
dt
= rx  y   xz; dz
dt
= xy   bz:
Fijaremos, como suele hacerse en la literatura,  = 10 y b =
8
3
, y estudiaremos la
evolucion del sistema segun vara r, segun se describe en [26].
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Preturbulencia (r = 22), atractor y puntos jos atractivos (r = 24; 5), atractor de Lorenz (r = 26)
Para cada valor del parametro r existe un atractor global Kr, que puede obtenerse
como la interseccion de una sucesion anidada de elipsoides topologicos. Consideramos
'0r : Kr  R  ! Kr el ujo restringido a este atractor global Kr.
Para  = 10 y b =
8
3
, el sistema se comporta, segun vara r, de la manera siguiente:
para r = 24.06. . . hay un par de puntos jos atractivos, C1 y C2 y, si conside-
ramos el ujo '0r : Kr  R  ! Kr existe tambien un repulsor dual de fC1; C2g
en Kr, que contiene un conjunto extra~no inestable que contiene el origen,
para 24; 06 : : : < r < 24;74 : : :, C1 y C2 siguen siendo puntos jos atractivos,
pero el conjunto extra~no es ahora un atractor Ar,
para r = 24;74 : : :, C1 y C2 son ambos inestables.
Para 24; 06 < r < 24;74, hay un par de orbitas periodicas 1 y 2 cuyas variedades
estables cerca son cilindros que separan el origen de los puntos estacionarios C1 y C2.
Las trayectorias que comienzan dentro de uno de estos cilindros convergen al punto
||||||||||
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jo dentro de el, mientras que las trayectorias que comienzan fuera de ellos convergen
a Ar. Sea Rr el conjunto de puntos de Kr en el exterior o en la supercie de los
cilindros. Entonces Rr es un repulsor para el ujo restringido '
0
r : Kr  R  ! Kr.
Por lo tanto, para 24;06 < r  24;74 existe una continuacion de atractores de
Lorenz fArg que no puede extenderse a r = 24; 06. Por otro lado, existe un repulsor
R24;06, tal que (Ar) converge semicontinua superiormente a el.
Sea K 0r = Kr nfC1; C2g, conjunto invariante localmente compacto y consideremos
el ujo restringido a este conjunto '00r : K
0
r  R  ! K 0r. Entonces los conjuntos Rr
son conjuntos invariantes compactos maximales para '00r .
Por otro lado, la inclusion de un atractor en su region de atraccion A(Ar) es una
equivalencia \shape". Para 24; 06 < r < 24;74, la region de atraccion de Ar para
el ujo '0r en Kr es A(Ar) = Rr n (1 [ 2). Se puede demostrar (ver [13]) que,
para r cercano a 24.74, la inclusion de Ar en A(Ar), la adherencia de su region de
atraccion, es una equivalencia \shape". Observe A(Ar) coincide con el repulsor Rr
denido anteriormente.
Es interesante observar, como se demostro en [21], que si K es un atractor de un
ujo en un espacio localmente compacto, la inclusion de K en la adherencia de su
region de atraccion no es, en general, una equivalencia \shape". Un ejemplo viene
dado por el siguiente ujo
b
p
D
que tiene un punto jo que atrae a todos los puntos del interior del conjunto de
sombreado, mientras que los puntos de su frontera son estacionarios. Entonces el punto
jo es un atractor cuya region de atraccion tiene forma trivial, pero su adherencia no,
ya que divide el plano en un numero innito de componentes [21].
La siguiente denicion y el teorema que le sigue esta motivada por las propiedades
del atractor de Lorenz discutidas anteriormente cuando el ujo se limita a K 00r (el
atractor global menos los dos puntos jos).
Denicion 6.1. Sea ' : X  R  ! X un ujo en un espacio metrico localmente
compacto, X, y supongamos que K  X es un atractor de '. Decimos que K es:
i) un atractor coherente si la inclusion de K en la adherencia de su region de
atraccion es una equivalencia \shape",
ii) un atractor cuasi-global si la adherencia de su region de atraccion es un conjunto
invariante compacto que contiene cualquier otro conjunto compacto invariante.
Teorema 6.2. Supongamos que ' : X  R  ! X es una familia uniparametrica
de ujos ( 2 [0; 1]) en un espacio metrico localmente compacto, X, y considerese
una continuacion de atractores conexos fK j 0   < 1g. Supongamos que fKg
converge semicontinua superiormente a K1 tal que K1 es un repulsor de '1.
Entonces existe  > 0 y una familia fK 0 j  2 [; 1]g tal que:
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i) K 01 = K1,
ii) K 0 j  2 [; 1]g es una continuacion de repulsores,
iii) K 0  K,
Ademas, si para algun 0 2 [; 1], K0 es un atractor cuasi-global coherente en-
tonces Sh(K) = Sh(K
0
) = Sh(K1) para todo  2 [; 1).
Corolario 6.3. Consideremos el sistema de Lorenz para  = 10, b =
8
3
y 24;06 
r  24;74. Entonces el conjunto extra~no que existe para r = 24; 06 es un conjunto
inestable con la misma forma que los atractores que existen para 24; 06 < r  24;74.
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